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Problema 1. In triunghiul ABC, fie X, Y si Z picioarele perpendicularelor duse din A, B
si C respectiv, iar H-ortocentrul acestuia. Fie M; si M, mijloacele segmentelor BC' si AH
Aratati ca M, M, este mediatoarea segmentului Y Z.

Solutie: Notam cu O centrul cercului circumscris triunghiului ABC'. Este clar ca OM; este
perpendicular pe BC si deci e paralel cu AM,. La fel, putem afla de exemplu din teorema
sinusului in triunghiurile BOM si ABH ca AMy = OM,, deci patrulaterul format de cele 4
puncte este un paralelogram. Astfel, M; M, este paralel cu OA, deci este perpendicular pe
YZ. La fel, MY = % = M, Z, deci MM, e perpendiculara in triunghiul isoscel MY Z,
deci este si mediatoare.



Problema 2. Fie ¢ unica solutie pozitivd a ecuatiei 2? +z = 1. O vrijitoare a transformat
o printesa In broasca si a aruncat-o intr-un lac unidimensional de lungime 1. Vrajitoarea sta
la unul dintre capetele lacului. In fiecare dimineata, vrajitoarea aduce broasca mai aproape
de ea, de la distanta initiala d la ¢d. In fiecare searsi, broasca are optiunea de a sari in
directia opusd vrajitoarei, departandu-se cu exact ¢?. Broasca stie cd undeva pe lac se afla
o insula de lungime 102%, iar daca ajunge pe ea, printul care locuieste acolo o va saruta,
iar ea va redeveni printesa. Aratati ca, dupa un numar suficient de mare de zile, broasca va
ajunge pe insula si se va putea transforma inapoi in printesa.

Solutie: Vom rezolva initial o versiune mai usoara a problemei, si anume vom asuma ca
broasca stie unde se afla o insula de lungime [ si vom arata ca poate ajunge acolo. Consid-
erdm fi(x) = ¢z si fo(z) = ¢* + ¢z, care sunt optiunile de distantd pentru broascd dupa
fiecare zi. Vom arata prin inductie dupa n ca pentru orice numar real y de pe intervalul
de la 0 la 1 putem gasi = pe acelasi interval si alege n functii dintre f; si fo astfel Incat
fi (fiu (... fi(x)...)) = y. Intr-adevir, dacd stim ci putem alege n — 1 astfel de functii si
un r +n — 1 alegem f; (x,) = x,—; pentru un z,, anumit, caci imaginea functiei fi(x) este
intervalul de la 0 la ¢ si a functiei fo(x) este intervalul de la ¢? la 1, astfel orice numar din
interval poate fi reprezentat ca f(z) pentru un oarecare x. Acum, stim ca pentru cele 2"
alegeri de f;, avem ca f; (fi,(-.. fi,(x)...)) sunt functii avind un codomeniu de lungime
@" si care In reuniune dau intervalul de la 0 la 1. Astfel, pentru un interval de lungime [,
daca ¢" < é, exista un set de functii, imaginea carora e in Intregime in acel interval. Astfel,
alegdnd aceste functii (deci facdnd sariturile in conformitate cu oordinea lor) Broasca o sa
ajunga inevitabil pe acel interval, indiferent de punctul de pornire. Acum, daca broasca nu
stie unde anume s ajungd, Ea imparte intervalul de la 0 1a 1 in 2-10%°% intervale cu lungime
egala si incearca sa ajunga pe fiecare. Intr-un moment, ea o si fie pe insuld si 0 sa poate
redeveni printesa.



Problema 3. Intr-o companie lucreazi 100000 de angajati, fiecare avand salariu distinct si
stagiu de munca distinct fata de toti ceilalti. In decursul unui an de 365 de zile, incepand cu
prima zi, directorul aplici o metodi inovativi de organizare a muncii. In fiecare dimineata,
el alege un angajat si alege dintre a chema la munca:

 angajatul respectiv si toti angajatii ce au si salariu, si stagiu de munca mai mare ca el;

« angajatul respectiv si toti angajatii ce au si salariu, si stagiu de munca mai mic ca el.

In ultima zi al anului, directorul analizeaza prezenta fiecarui angajat pe parcursul celor 364
de zile anterioare. Demonstrati ca exista doi angajati care au avut acelasi program de lucru
in toate cele 364 de zile.

Solutie: Fie in plan o suta de mii de puncte, astfel incat fiecare al i-lea punct are coordonata
x; unde x; este salariul la al i-lea angajat si y;, unde y; este stagiul lui. Spunem ca doua
lucruri sunt foarte aproape daca distanta dintre ele e strict mai mica ca minimul dintre cea
mai mica diferenta de salariu si cea mai mica diferenta de stagiu a 2 angajati. Pentru fiecare
dintre cele 364 de persoane alese, desenam pe rand cate doua semidrepte, ambele foarte
aproape de aceasta In felul urmator. Daca la lucru merg toate persoanele cu salariu si stagiu
mai mare, desenam o semidreapta in sus si una in dreapta, ambele foarte aproape de punct,
astfel Incat semidreapta in sus e mai la stanga si cea In dreapta e mai jos de punct. La fel,
daca la lucru merg toti cu salariu si stagiu mai mic, desenam o semidreapta in jos si una in
stanga. Acum, planul este despartit de 364 linii frante, si este clar ca daca o linie desparte
doua persoane, ele au avut o zi de lucru diferita, iar daca nu, atunci nu au avut. Fie ca
aceste linii Impart planul In R regiuni. Putem arata usor, prin inductie dupa numarul de
linii, ca R=I4+N+1, unde N este numadrul de linii, iar I- numarul de intersectii. Daca avem a
linii orientate In stanga jos si b linii orientate In dreapta sus, numarul de intersectii a liniilor

cu aceeasi orientare este cel mult (3) + (g), iar numarul de intersectii a liniilor de orientare

diferita e cel mult 2ab. Astfel, avem R< (‘21) + (g) +2ab+ 364+ 1, unde a+ b este egal cu 364.
Maximul acestei expresii se atinge din inegalitatea mediilor sau din maximul unei parabole
pentru a = b = 182 si este strict mai mic ca 100000, deci din cei 100000 de oameni, macar 2
vor fi In aceeasi regiune din principiul cutiei, deci vor avea acelasi grafic.



Problema 4. Gasiti toate functiile f(x) din multimea numerelor naturale nenule in multimea
numerelor naturale nenule astfel Incat pentru orice pereche de numere naturale a sibcua # b
si care nu sunt egale in vreo ordine cu (2,4):

f(a)® = f(b)* ] a/® — /@

Solutie: Vom arata initial o lema, si anume ca pentru orice numar natural z, exista un
numar natural a astfel incat x fivide f(a) si x il divide pe a. Intr-adevir, fie p un numar
prim care da restul 1 laimpartire la z, si care exista datorita Teoremei lui Dirichlet. De
acum Inainte substituim in relatia data doar valori divizibile la p — 1. Initial, daca a si b
sunt doua numere divizibile la p — 1, astfel incat a e divizibil la p, iar b nu e divizibil, e clar
ca af® — bf(@ nu se divide la p, dar din Teorema Mica a lui Fermat mai stim ca daca atat
f(a) cat si f(b) nu se Impartla p, atunci f(a)® — f(b)* se imparte. La fel si dac ambele s-ar
imparti, dar asta clar nu e posibil. Deci, sau f(z) pentru z divizibil la p — 1 e divizibil la p
daca si numai daca x e divizibil la p, sau e divizibil la p daca si numai daca x nu e divizibil
la p. Daca e al doilea caz, punem a divizibil la p — 1 si care da restul g la Impartire la p,
unde g e o radacina primitiva modulo p, care exista din Teorema Chinezeasca a Resturilor,
si b= (p—1)2. Dupa simplificare, o s avem ci p divide g/(®=*) — 1, deci f((p — 1)) e
divizibil la p — 1 care e divizibil la x, si am demonstrat ce am dorit. Daca e al primul caz si
f(p) nu e divizibil la p pentru a si b nedivizibile la p, substituim acelasi valori pentru a si b
ca in celalalt caz si obtinem acelasi rezultat.

Acum, fie a care e divizibil la 100f(1), si f(a) tot e divizibil la 100f(1), clar a nu este egal
cul, 2, sau 4. Avem:

FA) [ fla) = F1) [’ 1= f(1) [ 1

Concludem ca f(1) = 1, deci avem ca f(z) — 1 divide x — 1 pentru a = z si b = 1, deci
f(2) =251 2% — f(a)? divide 2/(¥ — 2. Pentru a mai mare decat 10, se observi usor ca sau
270 > a2 deci 279 + f(a)? > 29+ a? din divizibilitate, deci f(a) > a, si din f(a)—1) divide
a—1, f(a) = a, sau 2/ (a) < a?, dar atunci divizibilitatea nu e posibild din nou cici partea
stanga e mai mare. Astfel, pentru a cel putin 10, f(a) = a si acest rezultat se extinde usor
la f(z) = x pentru orice x natural.



